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Resume 

>-^ , Etant donne un tournoi T ~ {S,A), une partie X de S est un intervalle de T lorsque 

s«/ ' pour tous a,b eX et X £ S — X, (a,x) £ A si et seulement si {b,x) £ A. Par exemple, 

(~| , 0, {x}{x G S) et S sont des intervalles de T, appeles intervalles triviaux. Un tournoi, 

dont tous les intervalles sont triviaux, est indecomposable ; sinon, il est decomposable. 
Un sommet x d'un tournoi indecomposable T est critique si le tournoi T —x est 
decomposable. En 1993, J.H. Schmerl et W.T. Trotter ont caracterise les tournois dont 
tous les sommets sont critiques, appeles tournois critiques. Ces tournois ont un cardi- 
nal impair > 5. Pour chaque entier impair m > 5, il existe trois tournois critiques de 
cardinal m. Dans cet article, nous caracterisons les tournois qui admettent un unique 
sommet non critique, que nous appelons tournois (-l)-critiques. Ces tournois ont un 

r^ [ cardinal impair > 7. Pour chaque entier impair m > 7, il existe 3m — 15 tournois (— 1 )- 

^SJ ' critiques de cardinal m. 

Q ■ Mots cles : Critique, Graphe d'indecomposabilite, Intervalle, Tournoi Indecomposable. 
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Abstract 

The (-l)-critical tournaments. Given a tournament T = {V,A), a subset X of V is 
k> an interval of T provided that for any a,b E X and x eV —X, {a,x) e A if and only if 

''T^ . [b,x) &A. For example, 0, {x}(x £ V) and V are intervals of T, called trivial intervals. 

C^ ' A tournament, all the intervals of which are trivial, is indecomposable; otherwise, it 

is decomposable. A vertex x of an indecomposable tournament is critical if T — x is 
decomposable. In 1993, J.H. Schmerl and W.T Trotter characterized the tournaments, 
all the vertices of which are critical, called critical tournaments. The cardinality of 
these tournaments is odd. Given an odd integer m > 5, there exist three critical tourna- 
ments of cardinality m. and there are exactly three critical tournaments for each such 
a cardinality. In this article, we characterize the tournaments which admit a single non 
critical vertex, that we call (-l)-critical tournaments. The cardinality of these tourna- 
ments is odd. Given an odd integer m > 7, there exist 3m — 15 (-l)-critical tournaments 
of cardinality m. 
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1 Introduction 

Un graphe (oriente) G = {S{G),A{G)) ou {S,G), est constitue d'un ensemble fini S de 
sommets et d'un ensemble A de couples de sommets distincts, appeles arcs de G. Vordre 
(ou le cardinal) du graphe G est le nombre de ses sommets. A chaque partie X de 5 est 
associe le sous-graphe G{X) = {X,A n (X x X)) de G induit par X. Pour X Q S (resp. 
X G S), le graphe G{S -X), ou S -X = {s e S : s ^ X}, (resp. G{S - {x}) est note G-X 
(resp. G — x). Etant donnes deux graphes G = {S^A) et G' = {S,A'), une bijection / de 5 
sur S' est un isomorphisme de G sur G' si pour tous x,y^S, {x,y) G A si et seulement si 
{f{^)^f{y)) S A' . Lorsqu'un tel isomorphisme existe, on dit que G et G' sont isomorphes, 
et on note G c^G'. 

Un graphe G = {S,A) est un toumoi lorsque pour tous jc 7^ j G S, on a: (;c,j) G A si et 
seulement si {y,x) ^ A. Etant donne un toumoi T = (5, A), pour tous sommets distincts x, 
y de S, la notation x — > y signifie {x,y) G A, et on dit, dans ce cas, que x domine y. Pour 
toutes parties disjointes / et / de S, on note / — > J lorsque pour tout {x,y) £ I xj,x — > y. 
La notation / ~ 7 signifie que / — y J ou J — y I. De meme, pour tout x G 5 et pour tout 
F C 5 — {x}, X — y Y (resp. Y — y x) signifie x — y y (resp. y — y x) pour tout y G F. La 
notation x ~ F signifie que x — y F ou F — y x. Pour tout x G 5, on pose Vj (x) = {j G 5 : 
y — y x} et Vj{x) = {j G 5 : x — y y}. On introduit une relation d' equivalence, notee =, sur 
les couples de sommets distincts de T , definie comme suit: {x,y) = (m,v) si (x,j) = (m,v) 
ou|{(x,3;),(M,v)}nA|/l. 

Un tournoi T est un ordre total (ou une chaine, ou une liste), lorsque pour tous x,y,z € 
S{T), si X — y 3^ et 3; — y z, alors x — y z- Un ordre total d'ordre k est aussi appele k- 
chaine. Pour deux sommets distincts a et b d'un ordre total T, a < b signifie a — y b. La 
notation T = ao < • • • < a„ signifie que T est I'ordre total defini sur S = {ao, ■ ■ ■ ,a„} par 
A(r) = {(a,-, fly) : / < j}. L' ordre total usuel <•••<?! est note L„+i. 

A tout tournoi T = {S,A) est associe son tournoi dual T* = {S,A*), oii A* = {{x,y) : 
{y,x)&A}. 

Etant donne un toumoi T = (5,A), une partie / de 5 est un intervalle [4, 5, 7] (ou un 
clan 131) de T lorsque pour a,b G / et x G 5 — /, (a,x) = {b,x). Par exemple, 0, {x} oii 
X G 5, et S sont des intervalles de T, appeles les intervalles triviaux de T. Un tournoi 
est indecomposable [5, 7] (ou primitif [3]) si tous ses intervalles sont triviaux et il est 
decomposable dans le cas contraire. 

Un sommet x d'un toumoi indecomposable T est dit critique si le toumoi 7 — x est 
decomposable. Soit T un tournoi indecomposable a au moins 5 sommets. Le toumoi T est 
dit critique si tous ses sommets sont critiques. On generalise cette definition en disant que 
le tournoi T est {—k)-critique lorsqu'il admet exactement k sommets non critiques. Afin de 
rappeler la caracterisation des tournois critiques, nous introduisons, pour tout entier n>\, 
les tournois T2n+]_, ^2n+i et V2„+i definis sur {0, • • • ,2«} comme suit. 

L A{T2n+\) = {{i,j) : J-/G {I,--- ,n} mod. 2n+l}. 

2. U2n+i est le toumoi obtenu a partir de I'ordre total L2„+i en inversant les arcs reliant 
deux sommets pairs, de sorte que A{U2n+i) = {{i,j) '■ i < j et / ou j est impair } U 
{(/, j) : i> j et / et j sont pairs}. 

3. V2n+i ({0, ■ • • ,2?i - 1}) = < • • • < 2n - 1 et y+^^^ {2n) = {2/ : / G {0, • • • ,« - 1}}. 



Remarquons que T^=Ui = V^ = {{0, 1,2}, {(0, 1), (1,2), (2,0)}}. 

Proposition 1.1. (J. H. Schmerl et W. T. Trotter Q) A un isomorphisme pres, les toumois 
critiques sont les tournois T2n+h f/2«+i ^t V2n+i, oiXn>2. 

Dans cet article, nous caracterisons les tournois (—1) -critiques, repondant ainsi, dans 
le cas des toumois, a une question posee par Y. Boudabbous et P. Ille |2|. Contrairement 
aux tournois T2n+\, les toumois U2n+\ et Vin+i apparaissent dans la morphologic de ces 
tournois que nous presentons a partir de leur unique sommet non critique. A cet effet, nous 
definissons pour tout entier n > 3 et pour tout entier ^ G {1, ■••,« — 2}, les tournois £'2n+i > 
P2ntl^ '^fn+l ^t ^2«+i ^^^^^i^ ^"J" i^, • ' " ,2«} commc suit. 

1- EJ'^Xl(y^,,^,{2k+l))=L2k+uEi'^Xl{V+{2k+\)) = 2k + 2 <•••< 2« et pour tout 
{x,y) E Vi_^j [2k + 1) X V^2k+i (2^ +^),x — > y si et seulement si x et 3^ sont pairs. 

2- Fintl ( V+i (2^ + 1)) = ^2-t+i> F2ntl (^fVi (2^ + 1)) = 2/: + 2 < • • • < 2« ct pour 

■^2/1+1 -^2/1+1 

tout {x,y) G V\k+[ (2^ + 1) X Vj^2k+i (2^ + 1), x — > y si et seulement si x et y sont 
pairs. 

3- Gf+^\ {V.,^, {2k + l)) = U2k+i, G^f+l {V+ (2^+ 1)) ~ V2n-2k-i avec 2^ + 2 < • • • < 

'~'2ii+[ ^2n+l 

2w — 1 et pour tout {x,y) G Vi^.^i (2^ + 1) x V^2t+i (2^ + 1), x — > y si et seulement si 
X = 2« et y est pair. 

4- ^I'TJ (^„2.+. (2^+1)) = V2k+uHi'^Xl (^2*+! (2^+ 1)) - y2n-2k-i avec 2^+2 < • • • < 

-"2n+l '^2n+l 

2n—\et pour tout (x,)') G V^2k+i (2^ + 1) x V^2k+[ (2^ + 1), x — > y si et seulement si 

-"2)1+1 "2n+l 

X = 2n et J = 2k. 

Observons que dans les toumois T = Sf^^J, ^2^„+/. ^L+i °^ ^2«+i definis ci-dessus, 
chacun des sous-tournois r(V'jr(2/:+ 1)) et r(Vj^(2A:+ 1)) est ou bien une chaine, ou bien 
un tournoi critique non isomorphe a un toumoi de la classe {T2p+i}p>2- Les cardinaux 
respectifs de ces sous-tournois sont 2^ + 1 et 2?i — 2^ — 1 . 

Pour tout entier « > 3, on designe par E2«+i (resp. !F2n+i, T-^n+v Qin+i, Q^n+v ^2n+i), 
la classe des «-2 toumois {£|,^+J}i</t<«-2 (resp. {^2n+^/}i<«:<«-2, {(^2^j'+/)''}i<'t<n-2 . 

{G2n+l}l<k<n-2, {(G2„+i)*}l<^<n-2, {^2n+l }l<*:<n-2)- 

Remarquons alors le fait suivant. 

Remarque 1.2. Etant donne un entier n>3, si T est un tournoi de la classe E2«+i (resp. 
^2n+\), alors T* est aussi un tournoi de la classe E2«+i (resp. ^2n+\))- 

Preuve. II suffit de remarquer que pour ^ G { 1 ,•••,« — 2}, la permutation a de {0, • • • , 2n} 
definie par : pour tout 17 G {0, • • • ,2n}, o(q) =2n — q (resp. G{q) =2n — q —\ si^G 
{O,--- ,2?i}-{2?i,2)t,2/t + 1}, (5{2n) = 2{n - k - 1), a{2k) = 2n et a{2k+ 1) = 2{n - 
k—l) + 1), est un isomorphisme de (f'lj^+J)* (resp. (-?^|,^+J)*) sur £'2«+i (resp. 

rr2{n-k-l)+U „ 

^2n+l >■ LJ 

La caracterisation suivante des tournois (—1) -critiques, est le principal resultat de cet 
article. 



Theoreme 1.3. A un isomorphisme pres, les tournois {—\)-critiques sont les tournois 

41X1' Pintl (P'ntlY' GlX\, {GlWr et Hill oun>3etl<k<n-2. De plus, 
le sommet 2k +\ est V unique sommet non critique de chacun de ces tournois. 

2 Tournois indecomposables 

Definition 2.1. Soit T = (5, A) un toumoi. A toute partie X de S telle que \X \>2> et le 
sous-tournoi T{X) est indecomposable, on associe les parties de S — X suivantes. 

- [X] = {xeS-X:xr^X}. 

— Pour tout u GX, X{u) = {x £ S — X : {u,x} est un intervalle de T{X U {x})}. 

- Ext{X) = {x £ S — X : T{X U {x}) est indecomposable}. 

Rappelons le lemme suivant. 

Lemme 2.2. (A. Ehrenfeucht et G. Rozenberg 131) Soient T = {S,A) un toumoi et X une 
partie de S tels que \ X \> 3 et T {X) est indecomposable. La famille {X{u) : u £ X}[J 
{Ext{X), [X]} forme une partition de S — X . Deplus, les assertions suivantes sont verifiees. 

— Soient u £ X, x £ X (u) et y £ S — {X UX{u)). Si T{X U {xjj}) est decomposable, 
alors {u,x} est un intervalle de T{X U {x,)'}). 

- Soient x € ^] et y £ S — {XVJ [X]). Si T{X U {x,)'}) est decomposable, alors X U {y} 
est un intervalle de T{X[J {x,y}). 

— Soient x^y £ Ext(X\ Si T{X U {xjj}) est decomposable, alors {x,y} est un inter- 
valle de T{X U {x,y}). 

De ce lemme decoule le resultat suivant. 

Corollaire 2.3. (A. Ehrenfeucht et G. Rozenberg fJl) 

Soit T = (5, A) un toumoi indecomposable. Si X est une partie de S telle que \X !> 3, 
\ S — X \>2 et T{X) est indecomposable, alors il existe deux sommets distincts x et y de 
S — X tels que T{X U {x,)'}) est indecomposable. 



3 Graphe d'indecomposabilite 

Rappelons d'abord qu'un graphe symetrique (ou non oriente) est un graphe G tel que 
pour tous x^y £ S{G), on a : {x,y) £A{G) si et seulement si {y,x) £A{G). On considere 
alors que, dans un tel graphe G, A{G) est un ensemble de paires de sommets distincts de 
S{G), appelees aretes de G. Par exemple, le chemin P„ de longueur « — 1 et le cycle Cn de 
longueur n>3 sont les graphes non orientes definis sur {0, • • • ,« — 1} de la fagon suivante. 
Pour tous /, J G {0, •• • ,n— 1}, {ij} est une arete de P„ si | / — 7 |= 1. Le cycle C„ est alors 
obtenu a partir de P„ en ajoutant I'aiete {0,?i — 1}. Tout graphe isomorphe a P„ (resp. C„) 
est appele chemin (resp. cycle). Une relation d'equivalence ^ est definie sur 5(G) comme 
suit. Pour tous x^y £ S{G), xft^y s'il existe une suite xq = x, • • • ,x„ = j de sommets de G 
telle quepour tout / € {0, • •• ,«— 1}, {x,-,x,+i} € A(G). les classes d'equivalence de 1t^ sont 
appelees composantes connexes de G. Pour tout sommet x € S{G), on pose Vg(x) = {y £S: 
{x-,y} € A(G)}. Lorsque Vg(x) = 0, on dit que x est un sommet isole de G. 



La notion de graphe d'indecomposablite a ete introduite par P. lUe [1, 5] de la fagon 
suivante. A chaque tournoi T = {S,A) est associe son graphe d'indecomposabilite I{T) 
defini sur S comme suit. Pour tous x y^y ^ S, {x,y} est une arete de I{T) si T — {x,y} 
est indecomposable. Ce graphe est un outil important dans notre construction des toumois 
(—1) -critiques. 

Notons qu'un tournoi T et son dual T* ont les memes intervalles. II s'ensuit que T et 
T* ont les memes sommets critiques ainsi que le meme graphe d'indecomposabilite. 

Dans la suite de ce paragraphe, nous etudions le graphe d'indecomposabilite d'un 
tournoi (—1) -critique. 

Rappelons, d'adord, les deux lemmes suivants. 

Lemme 3.1. (Y. Boudabbous et P. Ille [2]) Soient T = {S,A) un tournoi indecomposable et 
X un sommet critique de T. Alors \ Viit){x) \<2 et on a: 

— Si V/(7')(x) = {y}, oily €S, alors T — {x,y} est un intervalle de T —x. 

- Si Vi{j^{x) = {y.,z}, oH y ^ z G S, alors {y,z} est un intervalle de T —x. 

Lemme 3.2. (Y. Boudabbous et P. Ille [2]) Le graphe d'indecomposabilite d'un tournoi 
{—\)-critique admet une unique composante connexe de cardinal > 1. 

Le lemme suivant precise I'ordre d'un tournoi (— l)-critique 

Lemme 3.3. L'ordre d'un tournoi [—\)-critique est impair et superieur ou egal a 7. 

Preuve. 

Les tournois a 4 sommets sont, a un isomorphisme pres, au nombre de quatre et sont tous 
decomposables. II s'ensuit que les tournois indecomposables a 5 sommets sont critiques. 
Ainsi, il n'existe aucun tournoi (— l)-critique d'ordre 5. 

Soit T un tournoi indecomposable a au moins 3 sommets. Pour tout sommet x de T , il 
existe deux sommets j 7^ z de T — x tels que T{{x,y,z}) — U^. En effet, autrement, il existe 
un sommet a de T tel que Vrp{a) — > 'V-ri'^)- Si | ^^^(a) | = | V7^(a) |= 1 alors T ~ L3, 
ce qui contredit I'indecomposabilite de T. Sinon, V7^((x) ou V7^(a) est un intervalle non 
trivial de T , une contradiction. Supposons, a present, que le tournoi T est (—1) -critique 
et designons par a son unique sommet non critique. D'apres ce qui precede, il existe deux 
sommets ^ 7^ c de T — a tel que T{{a, b,c}) ~ Ut,. Si le tournoi T est d'ordre pair, alors par 
une suite finie d' applications du corollaire 2.3, on obtient un sommet co € S{T) — {a} tel 
que le tournoi T — CO est indecomposable. Contradiction. 

D 

Le resultat suivant complete le lemme 3.1 dans le cas des toumois (—1) -critiques. 

Lemme 3.4. Le sommet non critique a d'un tournoi {—\)-critique T = (5, A) est tel que 

\^i{T){a) 1=2- 

Preuve. Comme T — a est un tournoi indecomposable qui est, d'apres le lemme 3.3, d'ordre 
pair, il s'ensuit que T — a n'est ni critique ni (—1) -critique. II existe alors deux sommets 
distincts x,y ^S— {a} tels que les toumois T — {a,x} et T — {a,y} sont indecomposables. 
Ainsi {x,y} C V/(7)(a), de sorte que | Vi(^j-^{a) |> 2. Supposons que | Vj(j^{a) |> 3 et con- 
siderons 3 sommets deux a deux distincts x, y e.t z de V/(7-)(a). On pose X = S — {a,x}. 



Y = S— {a,y} etZ = S — {a,z}- Les tournois T, T{X), T(Y) et T{Z) sont indecomposables 
avec, d'apres le lemme 3.3, | X [=[ F [=| Z |> 5. Les tournois T— x, T— yetT — z etant 
decomposables, alors a ^ Ext{X) \JExt(J) UExt{Z). Nous montrons d'abord qu'il existe 
{u,v,w) £X xY xZtelque a £X{u)r\Y(y)r\Z{w). Supposons, par exemple, qu'il n' existe 
pas un u £ X tel que a G X{u), ce qui equivaut a dire, d'apres le lemme 2.2, que a £ [X]. 
Quitte a remplacer T par T*, on peut supposer que a — > X et done x — > a. Remarquons 
que a ^ [Y], sinon, comme z € X HY et a — > X, alors a — > Y et en particulier a — > x, 
une contradiction. De meme a ^ [Z]. Comme de plus, a ^ Ext(Y) L)Ext{Z), alors, d'apres 
le lemme 2.2, il existe (v,w) G F x Z tel que a G Y(v) r\Z{w). 

On a forcement v ^w. Sinon, comme a — > X eta G Y{v) (resp. a G Z(v)), alors v — > 
S — {v,a,x,y} (resp. v — > S — {v,a,x,z}). II s'ensuit que v — > S — {v,a,x} et en particulier 

V ^x, autrement {x,a} — > X, ce qui contredit I'indecomposabilite de T. Comme de plus 
\X |> 5, alors S — {v,a,x} est un intervalle non trivial du tournoi indecomposable T{X). 
Contradiction. 

De plus, {v,w} n {xjjjz} 7^ 0. Sinon, comme d'une part a — > X, en particulier a — > 
{v,w}, et d'autre part a G Y{v) (resp. a G Z{w)), il s'ensuit que v — > w (resp. w — > v). 
Contradiction. Cela nous amene a distinguer les cas suivants. 

- X ^ {v,w}. Dans ce cas {v,w} n {y,z} / 0. Si, par exemple, v = z, alors {a,z} et 
{a,w} sont des intervalles respectifs de T — y et de T — z, de sorte que {z,w} est un 
intervalle non trivial du tournoi indecomposable T — {a,y}. Contradiction. 

- X G {vjw}. Supposons, par exemple, que v = x. Dans ce cas a G Y{x), et comme 
X — > a — > X, alors x — > S — {x,y}. II s'ensuit que S — {a,x,y} est un intervalle 
non trivial du tournoi indecomposable T — {a,y}. Contradiction. 

II est, a present, etabli qu'il existe {u,v,w) gX xY xZ tel que a G X{u)r\Y{v) r\Z{w). 
D'une part, les sommets m, v et w sont deux a deux distincts; autrement, si par exemple 
u = v, alors {a,u} est un intervalle de chacun des tournois T —x etT —y ce qui implique 
que {a, u} est un intervalle non trivial du tournoi indecomposable T. Contradiction. D'autre 
part, {u,v,w} n {x,y,z} / 0; sinon, pour tout a G {u,v,w}, {u,v,w} — {a} est un intervalle 
de T{{u,v,w}). Une contradiction, car dans chacun des deux tournois a 3 sommets {U3 
et L3), il existe une paire de sommets qui n'est pas un intervalle. Supposons alors, par 
exemple, que u=y. Les paires {u,a} et {v,a} sont alors des intervalles respectifs des 
tournois T —x et T — u. Ainsi {m,v} est un intervalle non trivial, de T — {a,x] si v 7^ 
X, de r — a si V = X. Une contradiction, puisque les tournois T — {a,x} et T — a sont 
indecomposables. D 

Le lemme ci-dessus, permet de preciser la composante connexe, non reduite a un sin- 
gleton, du graphe d'indecomposabilite d'un tournoi (—1) -critique. 

Lemme 3.5. Si T est un tournoi (-l)-critique, alors I{T){c) est un chemin, oil C est 
I'unique composante connexe de I{T) qui n'est pas reduite a un singleton. 

Preuve. Rappelons que, d'apres le lemme 3.2, 1{T) admet une unique composante connexe 
C, non reduite a un singleton. De plus, d'apres les lemmes 3.1 et 3.4, pour tout sommet 
X G C on a: 1 <| V/(7')(c)(x) |< 2. II s'ensuit que I{T){c) est ou bien un chemin ou bien 
un cycle. Supposons que I{T){c) est le cycle C„ defini sur Z/«Z = {0, • • • ,« — 1} ou « > 3 
et oil est I'unique sommet non critique de T . Soit / G {1, •••,« — 1}. Comme / est un 
sommet critique de T avec Vkj^ (/) = {/ — 1 , / + 1 }, alors {/ — 1 , / + 1 } est un intervalle de 



T — i, sans etre un intervalle de T, de sorte que (/ — 1,/) = (/,/+ 1). Quitte a remplacer T 
par r*, on peut supposer que — > 1 . II s'ensuit que pour tout / G {0, • • • ,n — l},i — > i+l, 
en particulier « — 1 — > 0. Si j > 1 est un sommet impair de C, alors j — 1 est un sommet 
critique de T avec V7(7-)(j — 1) = {j — 2,j}. II s'ensuit que {j — 2,j} est un intervalle du 
tournoi T — {j — 1}, et comme j — I ^0, alors (0, j) = (0, j — 2). Ainsi, pour tout sommet 
impair k de C, on a: (0, 1) = (0,3) = • • • = {0,k), et comme — > 1, alors — > k. II 
s'ensuit que — > {k £ C : k est impair}. Comme n— I — > 0, alors n est impair. Posons 
n — l = 2m et distinguons les deux cas suivants. 

- C y^S. Soitx ^S — C- Comme pour tout / G {!,• •• ,2m}, {/— 1,/+1} est un intervalle 
de T — i, alors (x,0) = (x,2) = ••• = (x,2m) et (x,0) = (x,2m— 1) = ••• = (x, 1). II 
s'ensuit que x ~ C et done C est un intervalle non trivial du tournoi indecomposable 
T. Contradiction. 

- C = S. D'une part, — > 1 done 1 — > {/ € 5 — {0} : / est pair}; d'autre part, 2m — 
1 — > 2m done {/ € 5 : i est impair} — > 2m. le tournoi T — etant indecomposable, 
il existe deux sommets ^ et Z de T — tels que k — > 1 et 2m — > I. D'apres ce qui 
precede, k est impair et I est pair. Comme k — > I etk est impair (resp. 2m — > I et 
/ est pair), alors {/ € 5 — {1} : / est impair} — > 1 (resp. 2m — ;• {/ G 5 — {0,2m} : / 
est pair}). Ainsi, {/ G 5 — {1} : / est impair} — > {1,2m} — ;• {/ G 5— {0,2m} : / est 
pair}. En particulier, {1, 2m} est un intervalle non trivial du tournoi indecomposable 
T — 0. Contradiction. 

D 



4 Preuve du theoreme 1.3 

Nous montrons d'abord que les toumois introduits dans le theoreme 3.1 sont (— 1)- 
critiques et deux a deux non isomorphes. 

Proposition 4.1. Soient netk deux entiers tels que « > 3 e? ^ G { 1 , • • • ,n — 2}. Les toumois 
^inXv ^2n+i' ^2n+i ^^ ^2n+[ '^""^ '^^^ toumois { — \)-critiques dont I 'unique sommet non 
critique est 2k + 1. 

Preuve. 

Verifions d'abord que pour W = E^+\, F^^+l, G^f+j ou H^+[, on a: 

Mi G S{W) - {2k+l], W - {/} est decomposable. (4.1) 

En effet, pour / = (resp. / = 2n), {2, • • • ,2«} (resp. {0, • • • ,2n — 2}) est un intervalle 
non trivial de W - /. Pour/G {!,••• ,2k-2}\j{2k}yj{2k + 2,--- ,2n-2}, {/-l,/+l}est 
un intervalle non trivial de W — /. Pour / = 2^ — 1 , {/ — 1 , / + 1 } est un intervalle non trivial 
de chacun des tournois £'2n+i ~ ^' ^2n+i ~ ' ^^ ^2n+\ ~ ^' ^^ {i— ^,i + 2} est un intervalle 
non trivial de //|„^J — i. Pour / = 2?i — 1, {/— 1,/+ 1} (resp. {0, • •• ,2« — 3} U {2n}) est 
un intervalle non trivial de chacun des tournois E^j^^l — i et ^2n+/ ~ ' (resp. G^^^l — i et 

Tjlk+l -X 

^2n+l - 0- 

Fixons maintenant un entier ^ > 1, et montrons la proposition par recurrence sur I'entier 
n> k + 2. Commen^ons par examiner le cas ou n = k + 2. Nos tournois sont maintenant 



definis sur {0, • • • ,2k + 4}, on pose X = {O,--- ,2k + 4} — {2k + l,2k + 2}. Les tournois 
^iktsi^) ' ^utsi^)' '^fktli^) et H^kUi^) ^°^^ indecomposables. En effet, d'une part 
^ikUi^'l-^iktsi^') - ^2-t+3 (les (2)t + 2)-chaines respectives des tournois £"2^+5 (X) et 
^2H5(^) sontO< ••• <2)t <2)t + 3et0 < ••• <2/t-l <2yt + 3 <2;t + 4); d' autre part, 
^ik+si-^) ~ ^ik+li^) — U2k+3 (un isomorphisme sur U2k+3 fixe chacun des sommets de 
{0, • • • , 2k}, envoie 2k + 3 sur 2A: + 1 et 2A: + 4 sur 2k + 2). Soit T = EJl^^ , F^^+^ , Gf^\\ 
ou //2*:+5 • D^ris le tournoi T,2k+\ ^ X{2k + 3) et, comme 1 — > 2k + 2 — > 2k + 3, alors 
2k + 2 ^ [X]. Montrons que 2^ + 2 G Ext{X), ce qui signifie que : 

T — {2k + 1} est indecomposable . (4.2) 

Supposons par I'absurde qu'il existe m G Z tel que 2k + 2 € Z(m). Pour T = £'2/t+5 o" ^2k+5 ' 
2k + 2 — > {0,2^ + 4} et, comme il n' existe aucun sommetx £X verifiantx — > {0,2^+4}, 
alors u G {0, 2^ + 4}, ce qui contredit les faits que — > 1 — > 2k + 2 et2k + 2 — > 2k + 
3 ^ 2A: + 4. Pour T = g|+^ (resp. //^i+j)' {0, • • • ,2A:} ^ 2A: + 2 et T{{0, ■ ■ ■ ,2k}) = 
U2k+i (resp. V2k+i), en particulier T{{0, ■ ■ ■ ,2k}) est indecomposable. II s'ensuit que u ^ 
{0, ••• ,2^}, autrement, {0, ••• ,2k} — {u} — > u, ce qui contredit I'indecomposabilite de 
r({0, • • • , 2k}). Ainsi, m G {2* + 3,2^ + 4}, contredisant le fait que 2* + 2 — ^2^ + 3 — > 
2k + 4 — >2k + 2. 

Comme 2A: + 1 G X(2;t + 3) et 2;t + 2 G Ext{X) et 2;t + 1 — >2k + 2 — >2k + 3, alors, 
d'apres le lemme 2.2, le tournoi T est indecomposable et, d'apres (4.1) et (4.2), 2^+1 est 
r unique sommet non critique de T. 

A present, soit un entier n > k + 2. On pose X„ = {O,--- ,2n} — {2k + 2,2k + 3} et 
X'^=Xn- {2k + 1}. Soit D = E, F, G ou H. L' application / de X„ sur {0, • • • ,2« - 2} 
definie par f{i) = i (resp. /(/) = / — 2) si / G {0, • • • , 2^ + 1 } (resp. / G {2k + 4, • • • , 2«}), est 
un isomorphisme de D'^^^{Xn) sur O^^^J, qui fixe le sommet 2k + 1. II s'ensuit, en appli- 
quant 1' hypo these de recurrence, que D^^^iXn) est un tournoi (—1) -critique dont 1' unique 
sommet non critique est 2^ + 1. Le tournoi 02n+i(^n) ^^^ &ins,i indecomposable. On a 
bien 2yt + 2 G Xn{2k + 4) et 2;t + 3 G X„(2;t + 1), en particulier, 2;t + 2 G X'„{2k + 4) et 
DfnX\ (K U {2k + 3}) ~ D2f+J (Z„) ~ D^f+J. Le tournoi D^^+j (X^ U {2k + 3}) etant alors 
indecomposable, 2^ + 3 G Ext{X'^). Comme de plus, 2^ + 2 — > 2^ + 3 — )■ 2k + 4, alors, 
d'apres le lemme 2.2, les tournois D\^\ et D\^^ — {2k + 1} sont indecomposables. Avec 
(4.1), 2^+ 1 est r unique sommet non critique de 02«+i- 

D 

CoroUaire 4.2. Pour tout n>3, les 6(« — 2) tournois de la classe ©2n+i = Ezn+i U J^2n+i U 
^2n+i ^ Qin+i U ^2n+i '-' ^2n+i sont deux d deux non isomorphes. 

Preuve. 

Solent T et T' deux tournois isomorphes de la classe ®2n+i- D'apres la proposition 
4.1, r et r' sont (-l)-critiques. Designons alors par a et a' leurs sommets non critiques 
respectifs. Par construction des differentes classes, le tournoi T est dans la classe E2n+i 
(resp. jr2,i+i, ^2n+i^ Qin+i, Q2n+i ^2n+i) si ct sculcmcnt si T{V^{a)) et r(Vf (a)) sont 
des chaines (resp. T{Vj{a)) est une chaine et r(Vjr(a)) n'est pas une chaine, T{Vj{a)) 
n'est pas une chaine et T(VY{a)) est une chaine, il existe un unique sommet de V/(fl:) qui 



domine au moins deux sommets de Vj- (a), il existe un unique sommet de Vj- (a) qui soit 
domine par au moins deux sommet de V7^(a), 1 A{T) n (Vj^(a) x VY{a)) \= 1). II s'ensuit 
que si T est un tournoi de la classe E2n+i (resp. Tin+i, !F2n+v Q2n+i Qin+i' ^2n+\), il en 
est de meme pour le tournoi T' . Si T et T' sont dans la meme classe 'E2n+i (resp. f2n+i, 
Qin+i, ^2n+i), alors il existe deux entiers k, k' G {0,- ■ ■ ,n — 2} tels que T = £'2^+1 (resp. 

Fintl^ GfnXv tillXl) et r = £|,t;V (resp. F^^^,\ G^^l ^llY)- D'apres la proposition 
4.1, a = 2)t+ I et a' = 2)t' + I. Ainsi, [ Vj (a) |= 2A:+ I et | Vf,{a') \= 2k' + I. Or, comme 
un isomorphisme de T sur T' envoie a sur a', on a | Vf{a) |=| Vj,{a') j. II s'ensuit que 
k = k' et done T = T' . Si enfin T et T' sont dans la meme classe f2n+i (resp. (72^+1)' alors 
T* et r'* sont dans la meme classe f2n+\ (resp. Q2n+\) de sorte que, d'apres ce qui precede, 
r* = T'* et done T = T' . 

D 

II est commode d'introduire les deux lemmes suivants, avant d'entamer la preuve du 
theoreme. 

Lemme4.3. SoitT = {S,A) untoumoi (-l)-critique, avec I{T){c) = Pm+i oil C = {0,- ■ ■ ,m} 
est la composante connexe, non reduite a un singleton, de I{T). On designe par a le som- 
met non critique de T et on pose A^ = {i ^ C '. i > a et i est impair}, AJ = {/ G C : i < a 
et i est impair}, Ap = {i £ C '■ i > a et i est pair} et Ap = {i £ C : i < a et i est pair}. Si 
W = T(Ap), T{Ap,), Ti^Af) ou T{Ay), alors W ou W* est I'ordre total usuel sur V ensemble 
S(W) des sommets de W. 

Preuve. 

II suffit de considerer le cas ou | SiW) |> 3. On pose alors S{W) = {wi,--- ,Wq}, 
ou ^ > 3 et wi < ••• < w^. Soit /: G {2,--- ,^}. On a Wjt-i + I G C — {0,m} et done 
I Vi{T){wk-\ + 1) 1= 2. En utilisant le lemme 3.1, {wk-i,Wk} est un intervalle de T — 
{wk-\ + 1} et, comme Wk-i + I ^ S{W), alors {wk-\,Wk} est un intervalle de W . II s'ensuit 
quepourtous/< jG{I,--- ,q}, (w;,w^) = ■■ ■ = {wi,Wj) = (wi,w^-_i) = • • • = (wi,W2). II 
en decoule que si wi — > W2 (resp. W2 — > w\ ), alors W (resp. W*) est I'ordre total usuel 
sur5(W). 

D 

Lemme 4.4. Soit T = (5, A) un tournoi (-l)-critique, avec S = {0, • • • ,2n} et I{T){c) = 
Pm^i OU C = {0, • • • ,m} est la composante connexe, non reduite a un singleton, de I{T). 
Alors m>3,et si — > I, alors Vj{\) = {2, • • • ,2«} et Vj{m — I) = {m}. De plus, en 
designant par a le sommet non critique de T, les assertions suivantes sont verifiees. 

1. Si a est impair, alors pour tout sommet impair i, on a: 

- 5/ / G { I , • • • , m}, alors Vj (/) = {/+ I ,•••, 2?i}. 

- S/ / G { I , • • • , m — a}, alors Vj {m — i) = {m — / + I , • • • , m}. 
En particulier, ou bien S— C =%, ou bien m est impair. 

2. Si a etm sont pairs, alors pour tout sommet impair i, on a: 

- 5/ / G { I , • • • , a — I }, alors Vj (/) = {/+ I ,••• , 2n}. 

- 5/ / G { I , • • • , m — a — I }, alors Vj (m — i) = {m — / + I , • • • , m}. 
En particulier, S— C 7^ 0. 



Preuve. 

Notons d'abord que, d'apres les lemmes 3.5 et 3.4, I{T){c) est un chemin et a G 
{!,••• ,m — 1}. Onabienm > 3, autrement, m = 2 eta = 1 etdans cecas, d'apres lelemme 
3.1, 5 — {0, 1} et 5 — {1,2} sont des intervalles respectifs des tournois T — et T — 2, de 
sorteque 1 -5- {0,1} et 1 ~5-{l,2}. Comme de plus, (5- {0, 1}) n (5 - {1,2}) ^ 
0, alors 1^5— {1}, ce qui contredit I'indecomposabilite de T. D'apres le lemme 3.1, 
1 ~ 5 — {0, 1} et m — 1 ~ 5 — {m — l,m} et, comme T est indecomposable avec — > 1, 
alors ^7^(1) = {2, • • • ,2n}, en particulier, 1 — > m — 1 et done V^im — 1) = {m}. Sup- 
posons, a present, que a est impair et montrons, par recurrence finie, I'assertion 1. D'apres 
ce qui precede, I'assertion est verifiee pour / = 1. Si / est un sommet impair avec 3 <i <m 
(resp. 3 <i <m — a), alors, par hypothese de recurrence, Vj (/ — 2) = {/ — 1 , • • • , 2«} (resp. 
Vj {m — i + 2) = {m — / + 3, • • • , m}). Dans ce cas, i — 1 (resp. m — / + 1) est un sommet cri- 
tique de T avec Vjij-^ (/ — 1 ) = {/, / — 2} (resp. Vn^j-^ {m — i+\) = {m — /, m — / + 2}) de sorte 
que, d' apres le lemme 3. 1 ,{/,/ — 2} (resp. {m — i, m — i + 2}) est un intervalle de T — {/ — 1 } 
(resp. r — {m — /+ 1}), sans etre un intervalle de T . II s'ensuit, en utilisant I'hypothese de 
recurrence, que Vj (/) = {/+ 1 ,•••, 2«} (resp. V^ {m — i) = {m — i+\,---, m}). En parti- 
culier, si m est pair, alors Vj{m — 1) = {m} = {m, • • • ,2n}, de sorte que m = 2« et done 
S-C =%. 

Supposons maintenant que a et m sont pairs et montrons, par recurrence finie, I'assertion 
2. Celle-ci est verifiee pour / = 1. Si / est un sommet impair avec 3 < / < a — 1 (resp. 
3<i<m — a—V), alors, par hypothese de recurrence, Vj{i — 2) = {/ — 1, • • • ,2n} (resp. 
Vj{m— j + 2) = {m — / + 3,- •• ,m}). Dans ce cas, /— 1 (resp. m — /+ 1) est un sommet 
critique de T et, en utilisant le lemme 3.1, {/, / — 2} (resp. {m — i, m — i + 2}) est un in- 
tervalle de r — {/ — 1} (resp. T — {m — i + I}), sans etre un intervalle de T. II s'ensuit, 
en utilisant I'hypothese de recurrence, que V7^(/) = {/+ I,--- ,2n} (resp. Vj{m — i) = 
{m-i+l,--- ,m}). En particulier, si S — C =0, c'est a dire m = 2n, alors Vj_^{a — 1) = 
{a+1,- •• ,2n} etVj_^{a+l) = {a + 2,--- ,2n}, de sorte que {a — l,a + l} est un intervalle 
non trivial du tournoi indecomposable T — a. Contradiction. 

D 

Maintenant, nous presentons une preuve du theoreme 1.3, qui repose sur une construc- 
tion des tournois (—1) -critiques apartir des differents graphes d'indecomposabilites possi- 
bles pour de tels tournois. 

Theoreme 1.3 A un isomorphisme pres, les tournois (— I) -critiques sont les tournois 
ElXl F^'+l, {F^^Xl )\ GlX\, {GlX\ )* et HJlXl oU n>3 et \ < k <n-2. De plus, le 
sommet 2^+1 est V unique sommet non critique de chacun de ces tournois. 
Preuve. 

Soit T = {S,A) un tournoi (—1) -critique. D'apres la proposition 4.1 et le coroUaire 4.2, 
il suffit de montrer que T est dans la classe E2n+i U !F2n+\ U ^2n+i '-' Q2n+\ U Q2n+i U ^2n+\, 
pour un entier n>3. On designe par a 1' unique sommet non critique de T et par C la 
composante connexe de I{T), non reduite a un singleton. On pose I{T){c) = Pm+i et 
5 = {0, • •• ,2«}, oii « > 3 et m < 2«. D'apres le lemme 3.4, a G {1,- •• ,m— 1}. On pose 
AX = {/ G C : / > a et / est impair}. Ay = {i £ C :i <aeti est impair}, A^ = {i £ C :i> a 
et / est pair}, Ap={i£C:i<aet i est pair}, A+ = Aj, U A/ et A" = Ap UAy. Quitte a 
remplacer T par T*, on peut supposer que — > 1. 

Supposons d'abord que a est impair. Soit (/, j) G Ay x A^. D'une part, sii^a—l alors, 
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d'apreslelemme3.1, {/,/+2} est un intervalle de T — {/+!}, desorteque {i,j) = (/+2,j). 
D'autre part, si j < m — 2, alors {j,j + 2} est un intervalle de T — {j + 1}, de sorte que 
(/,j) = {i,j + 2). II s'ensuit que : 

Ap~A+. (4.3) 

Le lemme 4.4 nous amene a distinguer les deux cas suivants. 

- S — C =&■ Dans ce cas m = 2n, et le lemme 4.4 donne que : 

pour tout sommet impair / de T, Vj{i) = {/+!,••• ,2n}. (4.4) 

Necessairement a+l — > 0, sinon, d'apres (4.3), Ap — > Ap et, en utilisant (4.3), 
on obtient que A^ — > A+, ce qui contredit I'indecomposabilite deT — a. II s'ensuit, 
en utilisant (3), que : 

Aj — >Ap. (4.5) 

On distingue les cas suivants. 

- — > 2. Comme a + l — > — > 2, et a est impair, alors a > 3. Le lemme 4.3 
donne que T{Ap) est I'ordre total usuel sur Ap. En utilisant de plus la relation 
(4.4), on obtient: 

T{A-)=La. (4.6) 

Notons que a <2n — 3, autrement, a = 2n — l et, en utilisant (4.4), (4.5) et (4.6), 
T = V2n+i, en particulier, T est un tournoi critique, contradiction. Comme de plus 
a>3, alors 3 < a < 2« — 3. On pose alors a = 2k+l, avec ^ € {1, •••,«— 2}. 
Si a + l — > a + 3, le lemme 4.3 donne que T{Ap) est I'ordre total usuel sur Ap et, 
en utilisant de plus (4.4), (4.5) et (4.6), on obtient que T = E^'^'^l- 
Si au contraire, a + 3 — >a + l, alors T{Ap) est, encore par le lemme 4.3, le tournoi 
dual de I'ordre total usuel sur Ap et, en utilisant encore (4.4), (4.5) et (4.6), on 
trouve que T ~ (^2^„_|_V )*> ou^' = ?i — ^ — 1 G {I,-" )« — 2} (un isomorphisme / 
de T sur (^2^f_|_V)* ^^^ defini par : pour tout / € {0, • • • ,2n}, f{i) =2n — i). 

- 2 — > 0. Dans ce cas, d'apres le lemme 4.3, T{Ap) est le tournoi dual de I'ordre 
total usuel sur Ap. Notons que a <2n — 3, autrement, a = 2n — I et, en utilisant 
de plus (4.4) et (4.5), on obtient que T = U2n+\, en particulier, T est un tournoi 
critique, contradiction. 

Necessairement a + l — > a + 3, sinon, par le lemme 4.3, T{Ap) est le tournoi dual 
de I'ordre total usuel sur Ap et, en utilisant, en outre, (4.4) et (4.5), on obtient 
que T = U2n+\, en particulier T est critique, contradiction. II s'ensuit, encore par 
le lemme 4.3, que T{Ap) est I'ordre total usuel sur Ap. En particulier, a > 3, 
autrement, a = 1 et en utilisant, de plus, (4.4) et (4.5), on obtient que T ~ V2n+i 
(la 2«-chaine de T etant: 1 < 2 < • • • < 2n). Comme de plus a <2n — 3, alors 
3 < a <2n — 3. On pose alors a = 2^ + 1, avec /: G {1, • • • ,« — 2}. En utilisant 
(4.4), (4.5) et le fait que T{A'],) (resp. T{Ap)) est I'ordre total usuel sur T{A'^) 
(resp. le dual de I'ordre total usuel sur T{Ap)), on obtient que T = i^2n'+/- 

- m est impair. Dans ce cas 5 — C 7^ 0, et le lemme 4.4 nous donne les deux faits 
suivants. 

pour tout sommet impair / € {1, • • • ,m}, Vj{i) = {/+!,••• ,2«}. (4.7) 
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T{Ap) est I'ordre total usuel sur Ap, avec A U{S-c) — >Ap. (4.8) 

Soit iLi£ S — C et soit / € Ap — {0}. Comme {/, / — 2} est un intervalle de T — {/ — 1} 
et/u^i—l, alors (/,/7) = (/ — 2,/^) = • • • = (O,/^). II s'ensuit que : 

pour tout /7 G 5- C, A* '^Ap. (4.9) 

II existe alors X £ S — C tel que X — > 0. Autrement, — > S — C et, en utilisant 
(4.9), on obtient que Ap — > S — C. 11 s'ensuit, en utilisant de plus (4.7) et (4.8), 
que A^ — ;• S — A^, ce qui contredit I'indecomposabilite de T. Ainsi, de nouveau 
par (4.9), X — > Ap. Supposons par I'absurde que — > 2. En utilisant (4.7), (4.8) 
et le lemme 4.3, on obtient que T{c) = L^+i et on deduit, a I'aide de (4.7), (4.8), 
(4.9) et le fait que X — > Ap, que T{c U {X}) ~ Vm+2- Comme le tournoi T n'est 
pas critique, S — C ^ {'k}, et puisque \ S — C | est impair, alors, par une suite finie 
d' applications du coroUaire 2.3 au sous-tournoi indecomposable T{c U{X}) de T, 
on obtient deux sommets distincts x et y de S — {c U {'k}) tels que T — {x,y} est 
indecomposable. Ceci contredit le fait que {x,y} n'est pas une arete de I{T). Ainsi, 
forcement 2 — > et, d'apres le lemme 4.3, T{Ap) est le toumoi dual de I'ordre 
total usuel sur Ap. De plus, a ^ I, autrement, A^ = {0} et 2 G Ap de sorte que, 
d'apres (4.8), — > 2, contradiction. On pose alors n' = ^^^ et a = 2^ + 1, ou fc € 
{!,••• ,«' — 2}. Le tournoi T{c U {X}) est isomorphe a G2«'+i ^^^ isomorphisme de 
T{c U {X}) sur G2„q_\ envoie X sur 2n' et fixe chaque sommet de C). En particulier, 
par la proposition 4.1, le tournoi T{c U {X}) est indecomposable. II s'ensuit que 
S— C = {X}. Autrement, \ S — C | est impair avec \ S — C | > 3 et, par une suite finie 
d' applications le coroUaire 2.3 au sous-tournoi indecomposable T{c U {X}) de T, on 
obtient deux sommets distincts xety deS — C tels que T — {x,y} est indecomposable. 
Ceci contredit le fait que x est un sommet isole de I{T). On conclut que n' = net que 

T = TicU{X})^GlX\. 
II reste a examinier le cas oii a est pair. Soit, dans ce cas, a la permutation de S fixant 
chaque sommet de 5 — C et telle que pour tout / G C, ct(/) =m — i. L' application a est un 
isomorphisme de T sur un tournoi T'. Si m est impair, alors le sommet non critique de T' 
est le sommet impair a{a) =m — a. On se ramene ainsi au cas precedent et on deduit que 
T', et par suite T, est un toumoi de la classe Ein+i U l2n+\ U {l2n+\T U ^2n+i U (^2«+i)*» 
pour un entier « > 3. Supposons alors que m est pair. D'apres le lemme 4.4, d'une part 
m > 4, d'autre part, le tournoi T est determine par T{S — {Ay UA/)). Posons R = T{Cp), 
ou Cp est I'ensemble des sommets pairs de C. On a bien R ou /?* est I'ordre total usuel 
sur Cp. En effet, si / et j sont deux sommets de Cp, avec < / < j, alors, en utilisant 
le lemme 3.1, {i,j) = {i — 2, j) = • • • (0, j) = (0, j — 2) = • • • = (0,2). II s'ensuit que si 
— > 2 (resp. 2 — > 0), alors R (resp. /?*) est I'ordre total usuel sur Cp. Supposons par 
I'absurde que 2 — > 0. D'apres ce qui precede, R est le tournoi dual de I'ordre total usuel 
sur Cp et, en utilisant de plus le lemme 4.4, T{c) = Um+i- Comme de plus | 5 — C | est 
pair avec \S— C |> 2, alors, une suite finie d' applications du coroUaire 2.3 au sous-tournoi- 
indecomposable T{c) de T, nous donne deux sommets distincts x ety de S — C tels que 
T — {x,y} est indecomposable. Ceci contredit le fait que x est un sommet isole de I{T). 
Ainsi, — > 2, de sorte que R est I'ordre total usuel sur Cp et, avec le lemme 4.4, T{c) est 
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I'ordre total usuel sur C. 

Soit V € 5 — C et soit I ^ Cp — {0}. D'apres le lemme 3. 1, {/, / — 2} est un intervalle de 
r — {/- 1} et, comme V / / — 1, alors (Z,v) = (Z — 2,v) = ••• = (0,v). II s'ensuit que: 

pour tout V eS-C,v ^ Cp. (4. 10) 

On en deduit que V + (0) fl (5 - C ) 7^ 0. Autrement, (S-c) — ^ et, d'apres (4.10), 
S — C — > Cp, de sorte qu'en utilisant de plus le lemme 4.4, on obtient que S — C est un 
intervalle non trivial du tournoi indecomposable T . Contradiction. On a aussi Vj (0) fl 
(5 — (T) / 0. Sinon, comme T{c) est I'ordre total usuel sur C, Vj{Q) = 0, ce qui contredit 
I'indecomposabilite de T. On pose r+ = V+(0) fl (5- c) et T" = Vf (0) n (5- c). D'apres 
(4.10), pour tout (m, v) G F^ x r+, u — )■ Cp — > v. II existe alors (a, P) G F^ x F+ tel que 
P — ;• a, autrement, F^ U A^ U {a} — > F+ U A+, ce qui contredit I'indecomposabilite de 
T. II s'ensuit que r(cu{a,p}) ^ H^^+_\, ou «' = ^ > 3 et ;t = f G {1,- • • ,«' - 2} 
(un isomorphisme (|) de T{c U {cx,P}) sur //2n'+\ ^^^ defini par (|)(/) = / (resp. / + 1), si 
/G{0,--- ,2A:-l}(resp. /g{2^, ••• ,m}), (|)(a) =2ket(^{^) =2n'). II s'ensuit que 5- C = 
{a,P}, etdoncw' = «et r = T{cU{a,^}) — -?/|^+J- Autrement, \S — c\ etant pair, par une 
suite finie d' applications du coroUaire 2.3 au sous-tournoi indecomposable T{CU {a, P}) de 
T, on obtient deux sommets distincts xety deS — C tels que T — {x,y} est indecomposable. 
Ceci contredit le fait que x est un sommet isole de I{T). D 

Cette preuve du theoreme 1.3, donne les tournois (—1) -critiques avec leurs graphes 
d'indecomposabilite. Nous en degageons la remarque suivante. 

Remarque 4.5. Le graphe d'indecomposabilite d'un tournoi (-l)-critique admet au plus 
deux sommets isoles. Plus precisement, pour n>3et pour \ <k <n — 2, on a : 

- ^i^lntl ) = ^i^ln+l ) = P2n+h 

- /(G2n+i) ^^^ obtenu dpartir de P2n+\ ^n supprimant V arete {In — I, In}. 

- /(^2n+i) ^^^ obtenu a partir de P2n+i en supprimant les trois aretes {In — 1,2«}, 
{2k — 1,2^}, {2k,2k +1}, et en ajoutant la paire {2k — l,2k + l} comme nouvelle 
arete. 

Notons que, d'apres le lemme 3.4, si a est le sommet non critique d'un tournoi (— 1)- 
critique T , alors T — a est un tournoi (— 2)-critique. Cela nous amene a poser le probleme 
suivant. 

Probleme 4.6. Caracteriser les tournois {—2)-critiques. 
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